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N’hésitez pas & m’écrire si vous trouvez une erreur dans la correction ou si vous voulez une clarification !

Séries de Dirichlet et transformée de Mellin.

Exercice 1. Les séries de Dirichlet comme transformées de Mellin.
Soit (an)n>1 une suite de nombres complexes, on suppose que la série

An

ns
n>1

converge absolument pour R(s) > o,. On définit A(x) =3, ., an.

1.

2.

On majore brutalement
|an|
Z an| < Z |an| Z :
n<x n<e n<x
On pose C, = |a"| et on a gagné.
Le caractere L1 ﬂ L? au voisinage de 0 est clair car A(z) = 0 pour 2 < 1. Le caractére L? a I'infini est
clair car |A(z)z=571? < C%2272 avec o = R(s). Pour le caractére L', on choisit o, < 0/ < o = R(s), on
a

‘A($)$7571|< CLJxakfofl
et comme o’ — o < 0, la fonction est intégrable.
En remarquant que A(z) = Enzl aply>n, on peut réécrire

S/OOOA(x)x D S O S LD O3

n>=1 n n>1 n>=1

Exercice 2. Abscisse de convergence absolue.
On rappelle a toutes fins utiles le théoréme de sommation par parties : si (ayn)n, (bn)n sont des suites de
nombres complexes, alors

ou 4,

N N
Z Anbn+1 = AN+1BN+1 —A1By — Z an+1Bn+1

n=1 n=1

=Y p_jak, By = > ;_, by. Dans tout l'exercice, on considére une série de Dirichlet formelle f(s) =

> n>1 nx- On note f’ ( ) == n>1 % sa dérivée formelle.

1.

Sur tout demi-plan de la forme R(s) > o, avec 0 > 04(f), la série de Dirichlet converge normalement et
donc uniformément, donc sa limite est uniforme.

. SiY %2 et 3 P convergent absolument, leur somme converge également absolument. La méme propriété
n n

est vraie pour le produit :

S Lol s Pol S S bl | &
d|n

n>=1 n>1 n>1

et cette deuxiéme somme & termes positifs converge donc. Comme ‘de adbn/d‘ < Dgjn ladbpyal, on

trouve bien que la série produit converge uniformément (et elle converge nécessairement vers le produit).

N . s 2 . . 1
Reste a voir la dérivée, mais si > -, |ZZ| converge, alors > -, % converge pour tout € > 0

puisque log(n) est dominé par n°. Ceci conclut.




3. On remarque que o,(f) > 0 nécessairement si C;,, — oco. On utilise la formule de sommation par parties

pour écrire
iw_ciwfo R
— n? (N +1)° — "\no  (n+1)°

Supposons ¢ > lim sup Og(( 7. Alors, pour & > 0 assez petit, on a 0 — ¢ > limsup Og((c) et donc pour

tout n, on a

C, <n? ¢

S (-0-3))

converge. Comme 1 — (1 —1/n)7 ~ 2 la série ci-dessus, & termes positifs, a un terme général de I'ordre
de n=17¢, et elle est donc convergente.

log(Ch)
log(n) -

Il suffit alors de vérifier que la série

On va maintenant montrer que si lim sup hfogé( n)) > 0, alors

Il en découle que o,(f) < limsup

log(Ch,
oq(f) = limsup Og((n))

Si0 <o < limsup l?fg((c;:),), alors pour € assez petit il existe une infinité de n tels que n°*¢ < C,,, et en
particulier lim sup (n_cki’{)a = 0o. Grace a la sommation par parties, on a

N
Z N
— (N + 1)
IOg(Cn)

00, et donc nécessairement o, (f) > limsup R

|an|
n=1 no

Il en découle que lim supy Z

En mettant les deux inégalités ensemble, on trouve que si lim sup l(l’fé(i“)') > 0 alors o, (f) = limsup l(l)fg((%) :
Mais si lim sup 1?5;8:)') = 0, légalité découle du fait que o,(f) > 0 et de la premiére inégalité, prouvée

sans condition sur og,.

log(n) __ 1
log(n)
On va maintenant montrer que la série converge uniformément sur le compact R(s) > 4, |s| < R pour

tout R,0 > 0. Pour ce faire, on réécrit

Y 1 1
2 ns __§:<@k+ns_(%+ay)

n>1 k>1

4. On peut mettre au travail la définition au-dessus : on a C,, = n, donc o,(f) = limsup

et donc

1
2k;+1 2k +2)°

(1 z) -1
(2k + 2)°

>Erey

n>1 k21

k>1

On a I’équivalent ’(1 + ﬁ)

|
+1- On peut donc borner

I S 11<2 R
2k +1 S T2k 4+ 1)(2k +2)°

pour k assez grand et en conclure que la série converge normalement sur le compact annoncé, ce qui
conclut.

Exercice 3. Autour de la transformée de Mellin &
On définit, pour f fonction mesurable de Rsq dans C :

Mie) = [ a5

pour tout s € C tel que 'intégrale converge absolument.



1. |z*~1f(z)| = ™) =1 f(2)| donc la convergence est indépendante de J(s).

2. Démontrer que si M f(s) converge absolument, alors M f(s") converge également pour R(s) = £(s’). En
déduire que M f définit une fonction sur une bande (potentiellement vide) a < R(s) < b.

3. Démontrer M f est holomorphe sur cette bande bande.

4. On fait un changement de variable y = log(z), on a dy = dw—””. On trouve donc

Mf(a-i—it):/

R

eV f(e¥)dy = / e f(e)dy.

R

5. On applique la formule d’inversion de Fourier L! & o € |a, b[ fixé :
1 .
e VfleV)=— / eV M f (o + it)dt.
2T R

En posant z = e, on trouve

1

T o

/ 7T M (o +it)dt = ! x T Mf(s)ds.
R

2im o+iR

f()

On suppose a présent que f est C°° a décroissance rapide et continue en Uinfini, c’est-a-dire que =™ f(x)
est bornée pour tout n. On suppose que les dérivées de f vérifient la méme condition, et que f et ses
dérivées sont bornées au voisinage de 0.

6. (a) Au voisinage de linfini, f(x)z*~! est intégrable peu importe s. La seule condition d’intégrabilité
restrictive ici est la condition au voisinage de 0 : il faut donc que R(s) > 0.
(b) On fait une intégration par parties

R de 1 [~ . .dx
| ere == [ err@s

X S Jo

(c) On obtient par récurrence

MJ(s) = s(s+ 1)(_(18):— n— 1)M (f(n)> (s+m)

et on peut donc étendre M f a R(s) > —n par cette formule, avec des poles aux entiers négatifs.
Le résidu de M f en —n est donné par

(-1
—n(l=n)..(n—1-—n)

Jim (s +m)MJ(s) = M (7)),

On vérifie que le terme devant se simplifie en —%, et on calcule

M(fi) = / " 5O (@) = — (0
0

ce qui conclut.

Elements d’analyse fonctionnelle.

Exercice 4. Une application du théoréme de Montel.

Supposons par 'absurde qu'il existe = €]a, b et y,, une suite de réels tendant vers +oo tel que |f(z + iy, )| > ¢
pour tout n > 0. Notons g, € O(U) la fonction définie par g,(z) = f(z + iy,). Par le théoréme de Montel,
la famille (g,), est normale et on peut trouver une extraction ¢(n) — +oo tel que gy(,) converge vers une
fonction g € O(U). Par 'hypothése sur f, on doit avoir g(c + iy) = 0 pour tout y > 0, donc g s’annule sur
un ensemble possédant un point d’accumulation et on a donc g = 0. Or on doit avoir |g(z)| > §, on aboutit a
une contradiction (il y a une petite difficulté lié au fait que g n’est pas vraiment holomorphe sur I'intervalle
réel Ja, b] mais 'argument est facilement adaptable).



Exercice 5. Limite simple de fonctions holomorphes.

1. Fixons V un ouvert tel que V' C U. Notons pour tout k € N*:
Sp={2€V, |f;(2)| <k, Vj e N}

En utilisant la continuité des f; on montre que Sy est fermé dans C pour tout k£ € N*. Soit z € v,
comme (f;(z)); converge pour tout z € U, on a z € Sj, pour un certain k > 0. Il suit que: V' = J, Sk.
Par la contraposée du théoréme de Baire, 'un des Sy doit étre d’intérieur non vide. Le résultat de la

question suit.

2. Par le théoréme de Montel, sur chaque ouvert ou la famille (fx)x est uniformément bornée, on a f qui
est holomorphe. Pour tout z € U et p > 0, on peut trouver par la question précédente un petit ouvert
V.,p C D(z,p) tel que la famille (fy)r est uniformément bornée sur V. ,, donc f y est holomorphe.
L’union de tous les V, , fournit I'ouvert recherché.

Exercice 6. Une suite bien connue.
On va utiliser le théoréme de Montel pour montrer la convergence. Soit K C C un compact et A = sup, g |2/.

Pour z € K, n > 1 un entier, on a
A n
o< (1+3)

la derniére suite étant convergente dans R, donc bornée, on en déduit que F ={f, ; ne€ N, n > 1} Cc O(C)
est une partie bornée. Considérons (g, ), une sous-suite convergente de F et notons g sa limite. On en déduit

que g(0) =1 et comme
1
g;L(Z) = 1+ ign(z)a
n

on en déduit & la limite que ¢’ = g. Ainsi z — e *g(z) est de dérivée nulle sur le connexe C elle est constante
et donc g(zL: e”. On a montré que F = FU{g} et g ¢ H puisque ce n’est pas un polynome. Par le théoréme
de Montel, F est compact dans O(C) et on a montré que g était la seule valeur d’adhérence de F. Ainsi on a
montré que la suite (f,,), converge uniformément sur tout compact vers z — e”.

Exercice 7. Une partie compacte de O(U).
1. C’est une application directe du théoréme de Montel. Si f € F,, alors % f—0donc 0 € F,

2. Quitte a remplacer f par f— f(zo), il suffit de démontrer que f ne s’annule qu’une fois au plus. Supposons
f non-constante, alors f,, est non-constante pour n assez grand.
On peut alors se ramener au théoréme de Hurewicz (cf TD6, exercice 8 et la correction) qui prouve qu'un
zéro de f est une limite de zéros des f,. En particulier, comme f,, n’a qu’un zéro au plus, f n’a qu'un
zéro au plus.

3. Les conditions f(a) = 0 et sup, | f(z)] < 1 sont clairement des conditions fermées. La question 2 ci-dessus
démontre que f injective ou constante est une condition fermée, et comme f(a) = 0, cette condition se
raméne & f injective ou nulle, ainsi, F, U {0} est fermé et est donc Padhérence de F,.

Exercice 8. L’algébre du disque et sa boule unité. -
On note A(D) lalgebre des fonctions continues sur le disque unité fermé D qui sont holomorphes sur le disque
unité ouvert D.

1. Si (fu)n € A(D), et f, — f € C°(D) uniformément, en particulier f, — f uniformément sur sur (tout
compact de) D et f est donc holomorphe sur D.

2. On peut par exemple considérer

z
Lis(2) = —
2(2) Z n2
n=1
qui appartient clairement & A(ID) vu que la série converge absolument en tout point du disque. La dérivée

de Lis(z) est w, qui n’est pas bornée au voisinage de 1 et ne peut donc pas se prolonger en une

fonction continue sur le cercle.



3. Soit f € A(D), on veut montrer qu'’il existe un polynéme a distance < & de f. On commence par choisir
r < 1 tel que |f(rz) — f(2)]leo < €/2, qui existe car  — |f(rz) — f(2)|oo est continue par uniforme
continuité de f sur . Ensuite, comme f est somme d’une série entiére de rayon de convergence 1,
on constante que f(rz) est définie par une série entiére qui converge absolument sur tout compact de
D(0,1/r), en particulier sur D. On obtient donc un polynéme (une somme partielle de cette fonction
d’assez haut degré) vérifiant |f(rz) — P(2)]s < €/2. On a donc

1f(2) = PR < [f(2) = f(r2)| + [f(rz) — P(z)] <e.

On introduit, pour |a| < 1, le facteur de Blaschke

4. Si|z| =1 alors on a
|z —a| = |z - |1 —az| = |1 —az|.

Par le principe du maximum, et comme ¢, est non-constante, on a |, (2)] < 1 si |z| < 1.

5. Commengons par prouver Uindication : si g € A(D) est unimodulaire et sans zéros, alors 1/g € A(D).
Par le principe du maximum, on a |1/g| < 1 et |g| < 1 donc g est constante de module 1.
Soit & présent f € A(D) unimodulaire. Comme elle est uniformément continue, il existe r < 1 telle
que |z| =2 r = |f(2)] = % Il en découle, par le principe des zéros isolés, que f a un nombre fini
de zéros, disons a1, ..., an, (comptés avec multiplicité). La fonction ¢(2) = [[jZ; @a,(2) est également
unimodulaire et f/p est donc unimodulaire et sans zéros, donc constante, ce qui conclut.

wz?+f(2)

6. C’est une application de la formule de Cauchy & la fonction w — T (2w

7. Le résultat précédent démontre que f est intégrale d’unimodulaires - en effet,

. €it2d—|—f(2’)
ft L Z = 71 + f*(z)eit

est unimodulaire car pour |z| = 1 on a f*(z) = 22f(2), et donc
etz 4 f(2)] = |2|%e™ +Z4f(2)] = |1+ 2% f(2)e™].

On a donc écrit f comme une intégrale d’'unimodulaires. Vu que ¢t +— f; est continue uniformément en
z, les sommes de Riemann correspondant & l'intégrale convergent uniformément vers f. Ces sommes
de Riemann sont des combinaisons convexes d’unimodulaires, et donc tout polynéme f de norme < 1
appartient a 'enveloppe convexe fermée des unimodulaires. Comme ’ensemble des polynémes de norme
< 1 est dense dans la boule unité, on peut conclure.

Exercice 9. Le dual de ’algébre du disque dif

1. Par le principe du maximum, sup,cr|f(2)| = sup,cp |f(2)], et si f est nulle sur le cercle unité alors f
est nulle sur D.
On admet (ou rappelle) le théoréme de Riesz-Markov-Kakutani : toute fonctionnelle linéaire continue
sur C(X,C) est donné par l'intégration contre une mesure borélienne réguliére a valeurs complexes.

2. On applique le théoréme de Hahn-Banach en considérant A(ID) comme un sous-espace fermé de A(D) :
toute fonctionnelle sur A(D) s’étend a C(T), et s’écrit donc comme la restriction a A(D) de

fo /T F(2)duz).

p 'est cependant pas unique : pour tout f € A(D), si on prend du(z) = %, on trouve Jp f(z)du(z) =0

=4z
pour tout f.

3. Soit K C ID un compact, v une mesure de Radon complexe sur ce compact, m > 0 un entier.



(a) On applique le théoréme de Cauchy :

m! w
f(m)(z) = %/T (w f(z))m+1 dw.

Tout compact K C I est inclus dans D(0,7) pour un r < 1, et on a donc

1
1—7

sup | f™| < mlsup|f] -
K T

Ainsi,

—-Tr

(/ f“”><z>du<z>) < W(K)sup 7] < | (K)m!sup |f] - 1
K K B

ol |v| est la mesure positive finie associée a la mesure complexe v (voir note aprés 'exercice).

(b) On peut utiliser Fubini-Tonelli :

[ rmomis= [ [t
- [y (/ —1z>m+1d”>d“’

donc 4 est une mesure & densité vérifiant du(w) = (fK Wdu(z)) dw

Exercice 10. Propriété universelle de ’algébre du disque &f

Un C-espace de Banach (B, |.|p) est appelé C-algébre de Banach, ou juste algébre de Banach, si B est muni
d’une structure de C-algebre associative unitaire (mais pas nécessairement commutative) pour laquelle la norme

est sous-multiplicative, c’est-a-dire que |bb'|5 < |b|5|V|5-

1. On omet le B en indice pour la norme. Si b, — b, b, — b, alors

bY — byl | = |BY — byl + byl — bybl,|
< [b — b b | + [bpb — byb,|
< b= by V| + bl - |b, — V]

En prenant n — oo, on a convergence vers 0.

. La norme sup |.|o,x vérifie I'inégalité voulue car sup,cx |f(z)g(z)] < sup,cx |f(z)|sup,ex |g(x)].
Comme A(D) est une sous-algébre fermée de C(D,C), elle est compléte et c’est une algébre de Ba-
nach.
On dit qu’un élément b € B est polynomialement borné s’il existe C' > 0 telle que pour tout P € Cl[z],
on a

IP(8)] < C|P|w.

On note PB(B) I'ensemble des éléments polynomialement bornés de B.

. Comme ¢ est continue, elle est entiérement déterminée par son image sur le sous-espace dense C[z], et
comme c’est un morphisme d’algébres, elle est entiérement déterminée par le générateur z.

Reste a voir que ¢(z) est polynomialement bornée. L’application ¢, comme morphisme d’algébres con-
tinu, est aussi une application linéaire continue, qui vérifie donc que

[P(p(2))|B = [0(P(2))|5 < [[@l] - [P(2)|o0 = lll]-

L’application réciproque se définit en partant de b — (¢p : b — P(b)) pour P € C[z]. Comme b est
polynomialement bornée, ¢, est uniformément continue sur C[z] et s’étend donc en une application
linéaire sur A(D) par ¢p(f) = lim, P,(b) pour n’importe quelle suite P, qui converge vers f. Comme
la multiplication est continue, et que si P, — f, ., — ¢ uniformément alors P,Q, — fg, on a bien
op(fg) = lim, wp(Pn)ep(Qrn) = lim, wp(Pp) lim, ©p(@n) = ©u(f)es(g), et ¢ est bien un morphisme
d’algébres.

La continuité de ¢ — ¢(z) découle directement de la continuité de ¢ — ¢(f) pour tout f par définition
de la topologie de convergence simple.



4. PB(B) est la boule unité fermée de B : en effet, si |f|o > 1, alors il existe € X tel que |f(x)] > 1 et
donc la suite (f™), n’est pas bornée Réciproquement, si |f|oo < 1 alors f est & valeurs dans le disque
unité fermé et clairement |P(f)|cc < sup,g|P(2)]-

Pour la continuité de la réciproque, il faut démontrer que g — ¢4 est continue. On remarque que
@wqg(f) = f og. Par définition de la topologie de convergence simple, 1 suffit de prouver que pour tout f,
la composition g — g — @4(f) = f o g est continue, ce qui est clair car |f o gloc < |f]oo-

5. Notons 7 la classe de z, il vérifie n> = 0. On vérifie que c’est bien une algébre de Banach :
|(a 4+ bn)(c+ dn)| = |ac + ben + adn| < |ac| + |be| + |ad).

On vérifie alors que (|a|] + |b])(|c| + |d|) = |ac| + |be| + |ad| + |bd| = |(a + bn)(c + dn)|. On calcule, pour
P polynoéme, que P(a + bn) = P(a) + bP’'(a)n. Ainsi, a + by est borné polynomialement si |a] < 1 ou
sib=0et|a| < 1. Le deuxiéme cas se passe d’explications, pour le premier on remarque que par la
formule de Cauchy on a

[P'(a)] < sup [P(z)].

2r (L= Ja]) 15

Ainsi, Gos1(f) = () +bf (@)
En prenant f(z) =}_,5, %7, on a

n2»

log(1 —a
(1-a)
a

fla+bn) = f(a)—b

Sion prend a, =1—1/n,b, = clairement a,, + b,n — 1(+0n). Cependant,

1
log log(n)’

o1 log(n)
loglogn 1 — 1/7177

f(an +bnn) = f(an)

qui diverge quand n — oo.



